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Resumo. A propagacdo de ondas sonoras de amplitude finita em tubos € importante no
escoamento dos gases na tubulacéo de descarga de motores de combustdo interna e mais
recentemente tem sido estudada com vistas ao desenvolvimento de compressores Sonicos.
Neste artigo é avaliada uma das formas de estudar este tipo de ondas: a solucdo numérica
das equacdes quase-unidimensionais de conservacdo da massa e da quantidade de
movimento utilizando um método de captura de choque.
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1. INTRODUCAO

O desenvolvimento de ondas de pressdo unidimensionais de amplitude finita em tubos, em
gue termos ndo-lineares das egquacbes de movimento sdo significativos, tem atraido a atencéo
de pesquisadores ha algum tempo (Zaripov & Ilgamov, 1976), como um caso mais simples da
propagacdo de ondas aclUsticas de amplitude finita. Este caso € particularmente interessante,
por exemplo, no estudo da propagacdo de ondas de pressdo nas tubulagbes de descarga de
gases em motores de combustdo interna. Recentemente este interesse foi renovado a partir da
possibilidade de construcdo de compressores sonicos, em que o fluido é excitado
propositalmente em uma fregiiéncia de ressonancia, conforme descrito por Ashley (1998).

A descricdo matemética destas ondas ndo-lineares tem sido freqientemente baseada em
métodos de perturbacdo (Chester, 1964), assumindo-se que 0 escoamento seja isentropico e,
muitas vezes, inviscido. Estes métodos proporcionam bons resultados, embora 0 seu
desenvolvimento exija um esforco matematico considerével. Além da complexidade estes
métodos tem como desvantagem as hipoteses restritivas quanto a amplitude das perturbactes
admissivels, geralmente utilizadas.

No presente trabalho é usado um método de diferencas finitas com uma discretizagéo de
alta resolucéo na captura de choques (LeVeque, 1990). O comportamento deste método €



observado na smulacdo de oscilages de gés em tubos de secdo constante ou variavel, em
fregliéncias proximas de uma ressonancia.

2. ALGUMASHIPOTESES IMPORTANTES
Antes de detalhar 0 modelo matemético sdo discutidas algumas hipoteses ssimplificativas.
2.1 Escoamento ideal

Como em acUstica linear 0os termos viscosos e de condugdo de calor limitam as amplitudes
previstas nas ressonancias pelos modelos mateméticos (de forma que, desprezados estes
efeitos, tem-se amplitude infinita nas ressonancias) é facil enxergar tais termos como sendo
sempre 0s responsaveis pela limitagdo das amplitudes nessas freqiéncias. Em modelos néo-
lineares, entretanto, ocorre também a atenuacéo das ondas por efeitos ndo-lineares.

Nos modelos ndo-lineares um sistema excitado na sua fregliéncia natural fundamental
fornece uma resposta cujo espectro de frequéncias envolve, aém da frequiéncia da excitacao,
freqiéncias multiplas dela (harménicas). Diz-se, portanto, que a energia € levada das
componentes de Fourier de fregliéncias mais baixas para as componentes de frequiéncias mais
altas pela ndo-linearidade. As componentes de altas fregiiéncias distorcem a forma da onda,
daguela senoidal da freqiiéncia de excitagdo correspondente a da primeira ressonancia do tubo.
A transferéncia de energia para as componentes de altas freqliéncias representa uma forma de
dissipacdo da energiafornecida pelo tubo para o gas na frequiéncia fundamental .

Temkim (1980, secéo 3.7) discute com maior profundidade os efeitos ndo-lineares, dando
especial atencdo a formagéo e atenuacdo de ondas de choque por estes efeitos. Note-se que 0s
processos nado-lineares discutidos aqui S0 irreversivels. a energia transferida para as
componentes de alta freqiiéncia ndo € devolvida as de baixa freguéncia.

Fisicamente, € natural que, para as componentes da onda de fregiiéncias suficientemente
atas, os efeitos viscosos e de conducdo tornem-se importantes e transformem a energia
mecanica que chegar a essas componentes em energiainterna.

Mas, como pode-se verificar em diversos resultados publicados na literatura, mesmo
modelos que desprezam os termos viscosos e de condugdo podem prever a amplitude finita das
oscilagdes de um gas em ressonancia. Em muitas situages os efeitos dos termos néo-lineares
(sobre a amplitude das componentes de Fourier da resposta que sdo de interesse prético) séo
muito mais importantes que os efeitos dos termos viscosos e de conducéo, de modo que estes
ultimos termos sdo efetivamente despreziveis. A hipétese de escoamento ideal adotada no
presente trabalho é propria para lidar com situagdes deste tipo.

2.2 Processo politropico

Para evitar o uso da equacdo da conservagao da energia, admite-se frequientemente que o
escoamento sgja isentrépico. Esta hipotese tem uma fraca conexdo com o fato de que um
processo adiabético reversivel é isentropico. Admite-se que ocorram processos irreversivels
dentro do tubo, contanto que a perda de calor para 0 ambiente sgjatal que mantenha a entropia
do fluido constante ao longo de todo o tubo.

O uso da equacdo da conservacdo da energia implicaria em considerar os processos de
transferéncia de calor do interior do tubo para o ambiente externo. Se o tubo fosse
considerado adiabético ter-se-ia, ha ressonancia, um continuo aumento da energia do fluido e,
portanto, um regime periddico nunca seria alcancado. Aganin et al. (1996) testaram tanto o
uso da conservacdo da energia (considerando o tubo adiabatico) como a hipétese de



escoamento isentropico, tendo manifestado nas suas conclusbes uma preferéncia pelos
resultados obtidos assumindo o processo isentropico.

De fato pode-se aprimorar os resultados do modelo isentropico, sem utilizar a equagdo da
energia, admitindo que o gas sofra um processo politrépico mais genérico (Van Wylen &
Sonntag, 1976) durante as suas oscilagoes.

3. MODELO MATEMATICO
O escoamento quase-unidimensional e inviscido de um fluido pode ser descrito, em um

sistema de referéncia que se move com aceleracdo a(t), pelas equages de conservagdo da
massa e quantidade de movimento escritas como
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sendo p a massa especifica do fluido; u, a velocidade; p, a pressdo; A(X), a &rea da secdo
transversal do tubo. Para 0 escoamento isentropico de um gas perfeito, que inicialmente
encontrava-se em um estado uniforme ao longo de todo o tubo, temse p=Kp", sendo K =
Po /Po €n arazdo de calores especificos do gas (considerados constantes). O subscrito o
indica o estado inicial. De um modo mais genérico pode-se admitir que n sgja um expoente
politrépico (maior que 1 e menor que a razdo de calores especificos) escolhido para
representar adequadamente o processo sofrido pelo gas (verificado experimentalmente).

Estas sd0 as equacdes do modelo tedrico usado no presente trabalho. O sistema de
coordenadas mével € utilizado para representar um tubo que sofre um dedocamento
harmonico, causado por um excitador, conforme ilustrado na Fig. 1.
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Figura 1 - Tubo solidario com excitador (shaker).
4. METODO NUMERICO

Para a simulagcdo numérica do movimento do gés no interior do tubo foi utilizado um
método do tipo Lax-Wendroff, com um esquema de discretizacdo de alta resolucéo (LeVeque,
1990), conforme detalhado a seguir.

Discretizada com o auxilio de um volume de controle como o mostrado na Fig. 2, a Eq.
(2) ficanaforma
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O subscrito i é usado paraindicar a posicdo em que é avaliada uma quantidade, de modo
que x = (i-1/2) Ax, e o superescrito k, analogomente, para o instante de tempo t “= k At.

Figura 2 - Volume de controle usado na discretizagdo da Eq. (1).

O esquema do tipo Lax-Wendroff garante segunda ordem de acurécia no tempo e no
espago mas ndo leva em consideragdo a presenca do termo forcante s na equagdo de
conservacdo da quantidade de movimento. Para acancar segunda ordem na avaliagdo deste
termo faz-se, inicialmente, o clculo da massa especifica usando a primeira linha da Eq. (2).
Calcularse, entdo, a pressdo e, em seguida, usando valores médios entre os valores
recentemente calculados e o0s valores da pressao e da massa especifica para o instante anterior,
calcula-se o termo forgante ndo-nulo, presente na segunda linha da Eqg. (2).

A avadliagcdo dos fluxos f é feita usando as varidvels caracteristicas locais nas interfaces
dos volumes de controle. As variaveis caracteristicas locais sdo obtidas a partir de um estado
em que a velocidade e a massa especifica sdo dadas simplesmente pela média aritmética dos
seus valores nos volumes de controle vizinhos a cada interface. Foi utilizado o Superbee
Limiter de Roe para evitar o tratamento inadequado dos choques pelo método de Lax-
Wendroff.

5. RESULTADOS

Nesta secdo serdo mostrados os resultados para duas geometrias. um tubo de segéo
constante, com uma area A, € um tubo cujo secdo transversal tem a sua area variada ao longo
do comprimento segundo A(X) = Ay [2 — cog(rrx /L)]?, para O0<x <L, ondeL éo
comprimento do tubo. Serdo estudadas as respostas destes tubos quando forgados a oscilar em
freqliéncias w proximas das suas freqiéncias naturais fundamentais. Para o tubo reto tem-se a
freqliéncia natural fundamental dada por wo = 71¢y/ L sendo ¢, a velocidade do som calculada



no estado ndo-perturbado, co = /N K pon_l . Sera considerado o movimento do tubo reto com

uma amplitude de deslocamento D = 10* L. O outro tubo tera resultados mostrados para esta
e também para a amplitude D = 10® L. Em todos os casos considerar-se-4 0 escoamento
isotérmico, portanto n= 1.

A aceleracdo do tubo é obtida, a partir da amplitude do movimento, através de

D . o
a(t)=- > w 2cos( wt), enquanto gue a constante K, a massa especifica e a pressdo iniciais

estdo relacionadas por K = po /po'.

A Fig. 3 mostra valores de amplitude das oscilagbes de presséo verificadas na extremidade
(x = 0) do tubo de secdo variavel para diversas freqiéncias e para duas amplitudes de
movimento do tubo. Na Fig. 3 sGo mostrados resultados obtidos com diversas malhas. O efeito
de malha é discutido rapidamente na se¢éo 6.2 deste artigo.
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Figura3 - Variacdo da pressdo naextremidade x =0 do tubo de segdo variavel.

Observarse, através da Fig. 3, que as maiores variagdes de pressdo ocorrem em
freqUéncias diferentes, de acordo com a amplitude de deslocamento do tubo, D. Tanto a
dependéncia da frequiéncia de ressonancia com a amplitude das oscilagBes, como a variagdo
abrupta na amplitude da resposta em funcdo da freqgliéncia da excitacdo (conhecida como
jump phenomenon) vista na mesma figura, sdo caracteristicas conhecidas da solucéo da
equacdo de Duffing, um modelo cléssico para oscilagbes ndo-lineares de sistemas de um grau
de liberdade discutido por Rao (1995, secdo 13.4.3). Esta semelhanca entre a resposta de um
tubo de secdo variavel e a solucéo da equacdo de Duffing foi observada por Ockendon et al.
(1993).



A menos daqueles em que hé& alguma indicacdo a respeito na legenda, todos os resultados
mostrados aqui foram obtidos dividindo o comprimento do tubo em 80 células (ou volumes de
controle) como amostrada na Fig. 2. O passo de tempo foi calculado usando At = 0,4 Ax/ c.

A Fig. 4 mostra a variagdo da pressao ao longo do tempo nas extremidades do tubo para a
amplitude D = 10° L e afregiiéncia w= 1,176 w,, naqual foi obtida a maior amplitude de
oscilagdo do gés na simulagdo numérica. Nesta figura podem ser notadas variagdes repentinas
de pressdo. Estas variagOes repentinas resultam da chegada de uma onda de choque a
extremidade do tubo correspondente a curva considerada. A onda de choque aparece
claramente no perfil de pressdo ao longo do comprimento do tubo, mostrado naFig. 5.
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Figura 4 - Pressio nas extremidades do tubo, D = 10° L, w = 1,176 wy.

A Fig. 5 mostra os perfis de pressdo ao longo do tubo para as fregiiéncias 1,176 w, €
1,15 wo. A freqiénciade 1,176 w, representa praticamente a ressonancia fundamental do
gés neste tubo para a amplitude de movimento D = 10° L. O perfil correspondente apresenta
um choque se aproximando da extremidade x = L do tubo. O perfil correspondente a
freqiénciade 1,15 w,, mais distante da ressonancia, € mostrado justamente para contrastar a
sua suavidade com o choque presente no perfil anterior.

Os perfis mostrados na Fig. 5, assm como os demais resultados desta secéo, foram
obtidos apds 5x10° passos de tempo. Para evitar um excesso de algarismos nas abcissas do
grafico mostrado na Fig. 4, em que o tempo € a coordenada independente, fez-se uma
trandacdo da origem deste eixo, subtraindo dos valores de tempo um ndmero inteiro de
periodos. Assim as expressdes de aceleracdo e velocidade do tubo permanecem validas, porém
o instante t = 0 aparece no grafico. Seguindo este principio, a fim de comparar os resultados
da Fig. 5 com os resultados mostrados na Fig. 4, tem-se 0s instantes correspondentes aos



perfis mostrados na Fig. 5 dados por: t=0,005L/ ¢y, para w=1,176 w, € t=-0,212 L/ ¢y,
para w = 1,15 w,.
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Figura5 - Perfil de pressdo ao longo do tubo de secfo variavel, D = 10° L.

Na Fig. 6 faz-se uma comparacéo de resultados obtidos com a metodologia apresentada
no presente trabalho com resultados mostrados por Aganin et al. (1996). Os resultados
mostrados por Aganin et al., sdo para um tubo (de se¢do constante) parado com um pistéo em
uma extremidade que se movimenta com uma amplitude pico-a-pico de 2x0,0161 L. Os
resultados do presente trabaho sdo para um tubo sem pistdo que se movimenta com a
amplitude D = 0,0161 L. A coincidéncia ndo é surpreendente, pois o deslocamento do pistdo
(ou das paredes do tubo) é pequeno comparado ao comprimento do tubo. O fenémeno
principal, que é a formagdo da onda estacionéria no interior do tubo (com o desenvolvimento
do choque que se move de um lado para outro na ressonancia), € o mesmo nos dois casos. O
model o proposto por Temkin (1968) prevé (e explica) com muita clareza esta coincidéncia.

Osresultados de Aganin et al. foram obtidos admitindo-se, para o escoamento isentropico
dear, n=14 e usando uma maha de 40 células. Os resultados experimentais sdo devidos a
Galiev et al. (1972). Alguns detalhes do experimento podem ser encontrados no trabaho de
Zaripov & llgamov (1976). Os resultados do presente trabalho sdo mostradospara n=14 e
n=1 (escoamento isotérmico), esta Ultima opgdo proporcionando melhor concordancia com
os resultados experimentai s nas freqliéncias em gque a amplitude da resposta é maxima.
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Figura6 - Variagdo da pressao naextremidade x =0 do tubo de se¢céo constante.
6. DISCUSSAO
6.1 Dosresultados

Nos resultados o fenbmeno que se destaca é o aparecimento do choque. Notou-se que,
para uma certa massa de determinado gés colocada no tubo, o aparecimento do choque
depende da geometria do tubo, da amplitude e da freqiiéncia da excitagéo.

De acordo com Ockendon et al. (1993) ha duas razbes para 0 ndo-aparecimento de ondas
de choque na ressonancia. A primeira ocorre no caso de uma excitagdo de amplitude muito
peguena, em que os efeitos ndo-lineares sdo pouco significativos frente aos efeitos viscosos.
Esta raz&o ndo foi considerada no presente trabalho. A segunda ocorre quando, em um tubo de
secdo transversal varidvel, as componentes da onda de diferentes freqiiéncias se deslocam a
velocidades diferentes. Para uma descontinuidade se propagar ao longo do tubo, todas as
componentes de Fourier que a formam teriam de se deslocar com a mesma velocidade (em
fase), 0 que ndo ocorre em um tubo de secéo variavel, de acordo com Ockendon et al.. Se a
amplitude da oscilacéo é suficientemente grande para repor, através dos efeitos ndo-lineares, as
componentes de alta frequiéncia (em fase com as de baixa freqiiéncia) que estdo se dispersando
por causa da geometria do tubo, mesmo com a se¢do variavel o choque aparece.

Alguns autores destacam a importancia de as fregliéncias naturais do tubo ndo serem
multiplas umas das outras para minimizar os efeitos do chogue. Esta visdo ndo é
essenciamente diferente daguela que associa o ndo-aparecimento do choque com a dispersao
das componentes de Fourier da onda. As frequiéncias naturais estdo associadas com o0 tempo
gue uma onda leva para percorrer o tubo inteiro e, tendo voltado ao ponto de partida, interferir
construtivamente consigo mesma. Estes periodos naturais somente ndo serdo multiplos entre s
se as componentes da onda de freqUéncias diferentes se deslocarem com velocidades
diferentes.



6.2 Do método numérico

Embora o mé&odo numérico utilizado aqui sgja relativamente simples, comparado aos
métodos espectrais ou métodos de perturbacéo, ele apresenta um importante inconveniente
que € o fato de percorrer todo um processo transiente até alcancar o regime permanente
periédico cujas caracteristicas sdo de interesse primordial. O custo computacional deste
processo ainda é significativo, tendo levado Aganin et al. (1996) a deplorar a inexisténcia de
métodos capazes de redizar este tipo de smulagdo para o problema bidimensional em tempos
de computagdo razoéveis, mesmo nas melhores maquinas disponiveis. Apesar disto simulagtes
bidimensionais sdo reportadas na literatura (Kawahashi & Arakawa, 1996).

Notou-se ainda que 0 método se comporta melhor para amplitudes de oscilagdo maiores,
tornando-se ineficiente para pequenas amplitudes. A principa razéo para isso € que, para
pequenas amplitudes de oscilacdo, os efeitos de dissipacdo ndo-linear sG0 menores e €
necessario muito tempo para que se alcance o regime permanente periédico. Também os erros
de arredondamento podem tornar-se importantes quando as oscilagbes sdo muito pequenas. E,
além disso, para representar oscilagbes de peguena amplitude sd0 necess&rias malhas mais
refinadas, de modo a evitar-se que a dissipacéo numérica seja muito importante (comparada a
dissipac@o ndo-linear). Este fato se manifesta na Fig. 3 onde se vé que para a amplitude de
excitagid D = 10° L os resultados obtidos com uma malha de 40 células j& sfo relativamente
satisfatérios (bastante proximos dos obtidos com 80 céulas). Para a amplitude D = 10™ L,
entretanto, os resultados dessa malha sao ainda precérios.

Finalmente cabe lembrar que no tipo de simulagdo considerada aqui, realizada no dominio
do tempo, é preciso acompanhar 0 movimento das ondas ao longo do tubo em um processo
transiente rgpido (mesmo no regime periddico). Para uma representacdo adequada deste
transiente é necessario um passo de tempo curto, o que torna as condigdes de estabilidade do
método explicito utilizado plenamente aceitéveis.

7. CONCLUSAO

As oscilagBes do gés contido em um tubo fechado de se¢do variavel foram estudadas
utilizando um método de captura de chogue. O méodo previu de modo satisfatério a
dependéncia que estas oscilagBes apresentam em relacdo a geometria do tubo, a freqiiéncia e a
amplitude da excitacdo e as propriedades fisicas do gés contido no tubo. Conclui-se, portanto,
gue o mé&odo pode ser utilizado no projeto de ressonadores e equipamentos como 0S
considerados por Ashley (1998).
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OSCILLATIONSOF THE GASCONTAINED IN A CLOSED TUBE
DESCRIBED BY A SHOCK CAPTURING METHOD

Abstract. The propagation of finite-amplitude acoustic waves in tubes is of great concern in
pulsating gas flow problems as those inside exhaust pipes of internal combustion engines.
More recently this has also been studied with interest in the development of sonic
compressors. In this paper it is evaluated one of the ways for studying this phenomenon: the
numerical solution of the quasi-one-dimensional mass and momentum conservation
equations, using a shock capturing method.

Key-words: Non-linear acoustics, Numerical simulation, Sonic compressor



